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Resumen. Las l6gicas paraconsistentes son una familia de lenguajes formales
con variadas aplicaciones en las ciencias computacionales, particularmente, en el
campo de la inteligencia artificial, las ldgicas paraconsistentes han sido
exitosamente aplicadas en programacion légica, razonamiento difuso, y hasta en
la construccion de redes neuronales paraconsistentes. G'3 es una ldgica 3-valuada
con un Unico valor de verdad representado por 1. CG'3 es una ldgica
paraconsistente, 3-valuada que extiende a G'3 con dos valores de verdad
representados por 1y 2. El estado del arte de CG'3 comprende una seméantica de
tipo Kripke y una axiomatizacion de tipo Hilbert inspirada en la técnica
Lindenbaum-Los. En este trabajo, se demuestra que existe un algebrizacion de la
légica CG'3 en el sentido de Blok y Pigozzi. Este resultado fundamenta el
desarrollo de sistemas de razonamiento paraconsistentes.
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On the algebrization of paraconscious logic CG'3

Abstract. Paraconsistent logics are a family of formal languages with varied
applications in computer science, particularly in the field of artificial intelligence,
paraconsistent logics have been successfully applied in programming, fuzzy
reasoning, and even in the construction of paraconsistent neural networks. G'3 is
a 3-valued logic with a single truth value represented by 1. CG'3 is a
paraconsistent, 3-valued logic that extends G'3 with two truth values represented
by 1 and 2. The state of the CG'3 art comprises a Kripke-type semantics and a
Hilbert-type axiomatization inspired by the Lindenbaum-Los technique. In this
work, it is shown that there is an algebrization of the CG'3 logic in the sense of
Blok and Pigozzi. This result supports the development of paraconsistent
reasoning systems.
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1. Introduccion

Es bien conocido el origen filosofico, y su aplicacién en los fundamentos de las
matematicas, de los lenguajes logicos, o simplemente logicas. En el campo de las
ciencias computacionales, diversas légicas son utilizadas en la especificacion de
lenguajes de programacion, esto es, los programas pueden ser caracterizados como
demostraciones en sistemas de inferencia I6gicos (isomorfismo Curry- Howard) [10].
Esto hace posible la participacion de variadas logicas en la Inteligencia Artificial (1A):
desde usos en el proceso de implementacién con informacién analitica, hasta en la
demostracion de correctitud de algoritmos. Existen incluso casos en los que ciertas
teorias légicas han servido para el desarrollo de paradigmas de programacion, tales
como la programacion logica [23].

Las ldgicas paraconsistentes forman una familia de lenguajes disefiados para el
andlisis y razonamiento a partir de inconsistencias desde el punto de vista de la l6gica
clasica), como a menudo es requerido en diversas problematicas en la IA, tales como
el procesamiento de sefiales e imagenes y sistemas expertos [25]. Dentro de las familiaS
de légicas paraconsistentes, las I6gicas anotadas, que abarcan la teoria de conjuntos
difusos, son las que mas ampliamente han sido aplicadas en la IA [2]. Otro campo de
aplicacion de las ldgicas paraconsistentes es el de razonamiento no monotono, concepto
fundamental en el desarrollo de sistemas inteligentes. En [3,4] se puede encontrar una
semantica estandar para el razonamiento no monotono para légicas anotadas y
programas l6gicos anotados.

Las logicas multivaluadas son Idgicas no clasicas [5]. Al igual que en la logica
clasica, las logicas multivaluadas también disfrutan del principio de funcionalidad de
verdad, a saber, el valor de verdad de una oracion compuesta es determinada a través
de los valores de verdad de sus oraciones componentes, y permanece igual cuando una
de sus oraciones componentes se reemplaza por otra oracién con el mismo valor de
verdad. Sin embargo, en contraste con el caso clasico, las légicas multivaluadas no
restringen el nimero de valores de verdad a solo dos, un conjunto mas grande de grados
de verdad es la caracteristica distintiva en el contexto de muchos valores.

En [14], podemos encontrar un resumen detallado de I6gicas multivaluadas. Algunos
sistemas de légicas multivaluados se presentan como familias de sistemas de valores
finitos e infinitos uniformemente definidos, por ejemplo, la I6gica de Lukasiewicz, la
I6gica de Godel, los sistemas basados en la norma t, los sistemas 3-valuados, el sistema
de 4 valores de Dunn-Belnap, Sistemas de productos. Los principales tipos de célculo
l6gico para sistemas de I6gicas multivaluadas son el célculo de tipo Hilbert, el célculo
de secuentes de tipo Gentzen o Tableaux [14]. Una amplia clase de légicas
infinitamente valoradas presentadas por [24].

La logica clésica, asi como la légica intuicionista sufren un inconveniente a la hora
de razonar con informacién inconsistente. Segun el principio de explosion, también
conocido como “ex contradictione sequitur quodlibet”, toda teoria o base de
conocimiento inconsistente es totalmente trivial, lo que hace que estas légicas sean
indtiles para razonar con inconsistencias. Como resultado, las alternativas a la logica
clésica que no tienen este inconveniente tienen evolucionado, Ilamados enfoques
“paraconsistentes”. En 1954 F. Asenjo, en su disertacion doctoral, propone por primera
vez utilizar ldgicas multivaluadas para generar légicas paraconsistentes (l6gicas cuya
relacién de consecuencia l6gica seméntica o teoria de prueba no es explosiva [21]).

Research in Computing Science 149(11), 2020 170 ISSN 1870-4069



Sobre la algebrizacion de la l6gica paraconsiente CG"3

El enfoque de muchos valores es abandonar esta suposicion clasica y permitir mas
de dos valores de verdad. La estrategia mas comin es usar tres valores de verdad:
verdadero, falso y ambos (verdadero y falso) para las evaluaciones de formulas.

George Boole introdujo el algebra de la légica o logica algebraica en [7], como un
sistema algebraico explicito que muestra la estructura matematica subyacente de la
I6gica. La metodologia iniciada por Boole fue continuada en el siglo X1X por el trabajo
de A. De Morgan, W. S. Jevons, C. S. Peirce y E. Schrdder. Un resumen de estos
trabajos se puede encontrar en [8]. La relacion entre l6gica y algebra desde la
perspectiva contemporanea se remonta a las ideas de Lindenbaum y Tarski, en las
cuales las férmulas de una légica dada son interpretadas por &lgebras con operaciones
asociadas con los conectivos logicos. En [6], Blok y Pigozzi propusieron una
generalizacion de las técnicas de algebrizacion originales para abarcar un rango mas
amplio de légica. Después de esto, se sugirieron varias generalizaciones del método de
Blok y Pigozzi en la literatura [11, 12, 13].

La légica C1 de da Costa fue introducida con la intencion recuperar el razonamiento
clasico. Mortensen en su trabajo Every quotient algebra for ¢l is trivial (1980), prob6
que no se puede algebrizar con el método de Lindenbaum-Tarski. Lewin et al., en su
trabajo C1 is not algebraizable (1991), probaron que no es algebrizable Blok-Pigozzi.
Es sabido que la l6gica CG'3 es una extension de C1. En este trabajo mostramos que
CG'3 es algebrizable en el sentido Blok-Pigozzi, lo que permitiria decir que CG'3 es
una ldgica con los requerimientos que da Costa pedia para C1 pero que es algebrizable.

Este articulo est4 organizado de la siguiente manera: En la seccién 2, presentamos
algunas definiciones conocidas y resultados acorde a la ambientacién del presente
manuscrito con el fin de facilitar la lectura del texto. Estudiamos la I6gica CG'3 que se
define en términos de cuatro conectivos A, V, — y — donde la implicacion es una
implicacion deductiva. En la seccién 3, establecemos que CG'3 es una légica
algebrizable con el método de Blok-Pigozzi. Finalmente, en la Gltima seccién,
presentamos una lista de problemas abiertos para ser estudiados en el futuro.

2. Antecedentes

Primero presentamos la sintaxis de las férmulas ldgicas consideradas en este
articulo. Seguimos la notacién estandar y las definiciones basicas como W. Carnielli y
M. Coniglio en [9].

Definicion 1 (Conjunto proposicional). Un conjunto proposicional es un conjunto ®
de simbolos Ilamados conectivos, junto con la informacion relativa a la aridad de
cada conectivo.

Los siguientes simbolos se usaran como conectivos ldgicos: A (conjuncion, binario);
V (disyuncion, binario); — (implicacion, binario); — (negacion débil, unario); (operador
de inconsistencia, unario); ~ (negacién fuerte, unario); L (formula bottom, 0-ary).

Definicidn 2 (Lenguaje proposicional). Sea Var ={p1, p2,...} un conjunto numerable
de variables proposicionales, y sea ® cualquier conjunto proposicional. El lenguaje
proposicional generado por ® de Var sera denotado por LO.
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Definicion 3 (Ldgica estandar). Una légica L definida sobre un lenguaje L que tiene
una relacion de consecuencia I, es Tarskian si cumple las siguientes propiedades, para
cada I' VAU{a} CL:

i sia € I" entonces I' + o
ii. sil FayI S A entonces A F a;
iii. siAFayl  pparacada € A entonces I' - a.

Una l6gica que satisface el inciso (ii) es llamada monétona Una Idgica L
se dice que es finitaria si cumple lo siguiente:

iv. siI" I a entonces existe un subconjunto finito I'0 de I tal que I'0 + a. Una logica
L definida sobre un lenguaje proposicional L generado por un conjunto de
variables proposicionales se llama estructural, si cumple con la siguiente
propiedad:

V. si ' - o entonces o [I'] F ofa], para cada sustitucion ¢ de féormulas para
variables.

Una légica proposicional es estandar, si es tarskiana, finitaria y estructural. De ahora
en adelante, una Idgica L sera representada por un par L = {L, + ), donde L y - denota
el lenguaje vy la relacion de consecuencia de L, respectivamente. L es generada por un
lenguaje proposicional ® de V ar, esto es, L = LO entonces escribiremos L = (©, ).

Sea L = (L, I ) una légica. Sea o una férmula en L y sean X1... Xn una secuencia
finita (para n > 1) tal que para cada Xi es o bien un conjunto de férmulas en L o una
formula en L. Entonces, como es usual, X1,... , Xn F a representara X’1 U --- U X’n
F a, donde, para cada i, X’i es Xi, si Xi es un conjunto de formulas, o X’i es
{Xi}, si Xi es una férmula.

Definicion 4 (Ldgica paraconsistente). Una l6gica Tarskiana L es paraconsistente si
tiene una negacion (primitiva o definida) — tal que o, ~a+L [ para algunas
formulas oy B en el lenguaje de L.

Observacion 1. Si L tiene una implicacion deductiva —, en el sentido que se satisface
el meta-teorema de la Deduccion MTD, entonces L es paraconsistente si y sélo si la
férmula ¢ — (=@ — y) no es valida, es decir, la ley de explosién no es vélida L con
respecto a la negacion —. Esto es, la negacién — no es explosiva.

Ahora, presentamos la nocidn de légica de formal inconsistencia.

Definicion 5 (Légica de Formal Inconsistencia). Sea L = (®, ) una légica estandar.
Supongamos que ® de L contiene una negacion —, y sea o(p) un conjunto de féormulas
no vacio que depende exactamente de la variable proposicional p. En consecuencia, L
es una légica de Formal Inconsistencia, (LFI), con respecto a =y o(p) si lo siguiente
se tiene:

i @, @ ¥ y paraalgunas ¢ y ;
ii. hay dos formulas a y f tal que;
a. o(w), ot B;
b. o(a), ~a i B;
iii. o(¢), ¢,m¢ + y para cada ¢ y y. Observacion 2.
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— Cuando o es un singular, sus elementos se denotan por °p, donde ° es el operador
de consistencia.
— Una légica que satisface la propiedad (iii) se llama suavemente explosiva.

Finalmente, definimos una nocién mas fuerte de LFI para mas referencia, vea [9].

Definicion 6 (Logica de Formal Inconsistencia Fuerte). Seal. = (®, ) una ldgica
estandar. Supongamos que ® de L contiene una negacion —, y sea

o(p) un conjunto de féormulas no vacio que depende exactamente de la variable
proposicional p. Entonces L una LFI fuerte con respecto a — y o(p) si lo siguiente
se tiene:

i hay dos formulas a y p tal que:
a. o, ok B;
b. o(a), ot B;
c. o), ok By
ii. o(¢), ¢, 7 F y para cada ¢ y y. Observacion 3.
- Cualquier LFI fuerte es una LFI.
- Si L es una logica proposicional entonces L es una LFI fuerte siempre que se
cumpla lo siguiente:

i hay dos variables proposicionales p y g tal que:
a. p,7pH#a;
b. o(p).pta;
c. o(p),pray
ii. o(p), @, 7@ + vy paracada @ y .
Definicion 7 (Algebrizacion Blok-Pigozzi). Sea ® un conjunto proposicional, y sea L
una logica proposicional estandar definida sobre el lenguaje L®, con una relacion de
consecuencia L. Entonces L es algebrizable en el sentido de Blok y Pigozzi si existe
un conjunto no vacio A(pl, p2) € L® de férmulas dependiendo de las variables pl y
p2, y un conjunto no vacio E(pl) € L® x LO de pares de formulas dependiendo de la
variable p1 satisfaciendo las siguientes propiedades:
i FL d(pl, pl), para cada d(pl, p2) € A(p1, p2);
ii. A(pl, p2) FL 8(p2, pl), para cada d(p1, p2) € A(pl, p2);
iii.  A(pl, p2), A(p2, p3) FL 8(p1, p3), para cada 3(p1, p2) € A(pl, p2);
iv. A(pl, pn+l),..., A(pn, p2n) FL 3(#(p1,... , pn), #(pn+1,... ,p2n)), para cada
d(pl, p2) € A(pl, p2), cada conectivo n-ario, # de @ y cadan > 1;
a. (v) p1 FL 3(y(pl), s(pl)), para cada d(pl, p2) € A(pl, p2) y cada
(v(p1), €(p1)) € E(p1);
V. {3(v(pD), e(p1)) : 8(pl, p2) € A(p1, p2), {v(p1), (p1)) € E(p1)} L pl.
Los conjuntos A(p1, p2) y E(pl) denominan formulas de sistema de equivalencia de
féormulas y sistema de ecuaciones definidas, respectivamente.
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Definicion 8 (Relacién). Sea ® un conjunto proposicional, y sea ®@CLOXLO una
relacion definida sobre el algebra de formulas L® si cumple las siguientes propiedades:

i aba para cada o € LO (reflexividad).
ii. abp implica que PO para cada a, p € LO (simetria).
iii. a6p y BOy implica que afy para cada o, By € L® (transitividad).
iv. Dados ai y fien L® (para 1 <i<n) tal que al6p1,... , anOBn, entonces #(al,...,
an)0#(B1,... , pn) para cada conectivo n-ario # de ® y cadan> 1.
V. Una congruencia 6 en LO es trivial si yasea8 = {(a, ) : 0 € LO} 0 0 =LOXLO.

Definicion 9 (Congruencia logica). Sea L una logica estdndar definida sobre el
lenguaje LO.

i. Una congruencia 6 en L® es compatible con una teoria I' € L® si se satisface
lo siguiente:
ii. 0B y I’ L a implica que " -L .

i Una congruencia 6 en L® es una congruencia logica en L si 6 es compatible con
cada teoria I'. Equivalentemente, 0 es una congruencia logica en L si, para
cada a y B:
iii. a0 implica que o FL By B FL a.

La manera usual de definir la semantica multivaluada de una légica es a través de
una matriz. Introducimos la definicién de la matriz determinista, también conocida
como matriz loégica o simplemente como matriz. En [16], podemos encontrar una
discusion exhaustiva sobre l6gica multivaluada y algunos ejemplos.

Definicion 10 (Matriz). Dada una ldgica L en el lenguaje L, la matriz de L es una
estructura M = (D, Dx, F ), donde:

i D es un conjunto no vacio de valores de verdad (dominio).
ii. D= es un subconjunto de D (conjunto de valores designados).
iii. F = {fc | c € C} es un conjunto de funciones de verdad, con una funcién por
cada conectivo légico ¢ de L.

Definicion 11 (Interpretacion). Dada una l6gica L en el lenguaje L, una interpretacion
t, es una funciéon t: Var — D que asigna variables proposicionales a elementos en
el dominio.

Cualquier interpretacién t se puede extender a una funcion a todas las formulas en
LE como de costumbre, es decir, aplicando recursivamente las funciones de verdad de
los conectivos l6gicos en F. Si t es una interpretacion en la ldgica L, diremos que t es
una interpretacion L. Las interpretaciones nos permiten definir la nocién de validez en
este tipo de seméantica de la siguiente manera:

Definicion 12 (Féormula valida). Dada una formula ¢ y una interpretacion t en una
I6gica L, decimos que la férmula ¢ es valida bajo t en L, si t(¢) € D, y lo denotamos
comot =L ¢.

Tengamos en cuenta que la validez depende de la interpretacion, pero si queremos
hablar de “verdades 1 6gicas” en el sistema, entonces la validez debe ser absoluta, como
se indica en la siguiente definicion:
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Tabla 1. Funciones de verdad para los conectivos v, A, —, y —~ en CG'3.

fv O 1 2 fA O 1 2 f— 0 1 2 f=
0 0 1 2 0 0 0 0 2 2 2 0 2
1 1 1 2 0 1 1 0 2 2 1

2 2 2 2 0 1 2 2 0 1 2 2

Definicion 13 (Tautologia). Dada una formula ¢ en el lenguaje de una logica L,
decimos que ¢ es una tautologia en L, si para cada posible interpretacidn, la formula ¢
Es vélida, y la denotamos como L ¢.

Si @es una tautologia en la I6gica L, decimos que ¢ es una L -tautologia.
2.1. La l6gica CG'3

La légica CG'3 fue introducida en [17]. Los autores, la definieron como una légica
3-valuada en donde la matriz esta dada por la estructura M = ( D, D%, F ), donde D = {
0, 1,2}, el conjunto D= de valores designados { 1, 2 }, y F es el conjunto de funciones
de verdad definidas en la Tabla 1.

Observacion 4.
1 Note que — es una implicacion deductiva: I', a ECG'3 Bsiysolosi’ ECG'3:
2 oa—p.
1 Considerando el orden natural 0 <1 <2 en D, V corresponde al supremo:
A corresponde al infimo y — es el residuo de A:
ZAx<ysiysolosiz<x —y, paracadax,y,z€D.

2 Lalégica CG'3 fue axiomatizada en [19], aplicando el método de Lindenbaum-
Los. Ademas los autores definen tres conectivos: ~@:=¢p—1 (Negacion fuerte),
*@p:=~~@A-¢ (Operador de insoncistencia) c¢:=-+¢@ (Operador de consistencia).

3. La algebrizacién de CG'3

En [6], Blok y Pigozzi dieron un concepto matematico de logica algebrizable. La
idea principal de esta definicion es la siguiente: Una l6gica es algebrizable si existe una
clase de algebras asociadas a la légica de la misma manera que la clase de algebras
booleanas esta relacionada con la légica proposicional clasica.

Proposicion 14 La logica CG'3 es una LFI fuerte con un operador de consistencia °
como se definid anteriormente.

Demostracion. Suponga que p y q son dos variables proposicionales diferentes. Al
considerar la interpretacion v1 tal que v1(p) = 1, vi(-p) = 2, y v1(q) = 0, resulta que p,
-p ECG3 q y la clausula (i.a) de la Observacién 3 se verifica. Considere la
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interpretacion v2 tal que v2(p) =2, v2(cep) =2, y v2(q) = 0, se tiene que p, °p ECG'3 q
y la clausula (i.b) de la Observacion 3 se cumple.

Ahora, considerando la interpretacion v3 tal que v3(—p) = 1, v3(ep) =2, y v3(q) = 0,
resulta que p, p ECG'3 qy la clausula (i.c) de la Observacion 3 se verifica. Finalmente,
no hay una interpretacion que haga a ¢, -, y °@ simultaneamente verdaderas. Por lo
tanto, el inciso (ii) de la Observacién 3 se satisface. Por lo tanto, CG'3 es una LFI fuerte
con respectoa —y °.

Proposicion 15 Sea h una interpretacion para CG'3. Entonces:
i. h(pl — p2) e Dx*siysoélosih(pl) =00 h(p2) € Dx;

ii. h(plAp2)eD=siysolosih(pl) € Dxyh(p2) € Dx;

iii. h(plvp2) € Dxsiysolosih(pl) € D+ o h(p2) € Dx;

iv. h (pl < p2) € D+ si y s6lo si o bien h(pl) € Dx y h(p2) € Dx, o h(pl) =
h(p2) = 0.

Demostracion. Inmediato de las tablas de verdad.

Definicion 16 Sea & (pl, p2) la siguiente formula de LX:
3 (p1, p2) = (pl < p2) A (°pl < °p2)

Proposicion 17 Sean o y B formulas en LX. Entonces para cada interpretacion h para
CG'3, se tiene que:

1. h(3(a,B)) € D= siy solo si tenemos:

a. obienh(a) € Dx y h(B) € D*, 0 h(a) =h(B)=0; y
b. h («0) =h(-p)

Asi, h (3 (o, B)) € D=

H (*a — a) € Dx.

si y s6lo si h(a) =h(p).

h(ea) =h ((*a — a)).

h (6 (a, *a — a)) € D* si y solo si h(a) € Dx.

© 0o~ w b

Demostracion

1. Parte “Solo si”. H (8(a, B)) € D= si y s6lo si de acuerdo con la Proposicion 15(ii),
h(a <> B) € Dx y h(a <> B) € Dx. Por la Proposicion 15(iv), h(a <) €D+ es
equivalente a o bien h(a)€D* y h(B)ED+*, o h(a) = h(B) = 0, mientras h(ca <> )
D= si y s6lo si o bien h( °© a) € D* y h( ° ) € D%, o h(ca) = h(ef) = 0. De la
definicion de °, h(ca <»>° B) € D= es equivalente a h(ca) = h(°f). Ahora,
supongamos que h(d(a, B))ED=*. Si h(a) =2y h(B) = 1, entonces h(cat) =2 y h(f)
=0, violando que h(ea) = h(-p).

2. Analogamente, es imposible tener que h(a) = 1 y h(B) = 2. Esto muestra que h(o)
= h(p). Parte “Si” es obvia, a la luz de las clausulas.

3. Laprueba es directa.
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4. Sih(ea) =2 entonces h(a) € {0, 2} y h(sa) =0 y asi h (*a — &) = 2; por lo tanto,
h (e(*a — a)) = 2. Si h(°a) = 0 entonces h(a) = 1 y asi h(*a) = 2; por lo tanto, h (o
— a) = 1; asi, h(°(-a —a))=0.
5. Parte “Solo si”. Por el inciso 1, h(6(a, *a. — a)) € D* implica que h(a) =
h (*a — a). Entonces, por el inciso 2, h(a) € D*. Parte “Si”. Supongamos que h(a) €
D. Por el inciso 2, h (sa. — a) € D* y, por el inciso 3, h(ca)) = h(°(*a. — a)). Finalmente,
aplicando inciso 1, h (8(a, *0. — @) € D+.

Teorema 18 La ldgica CG'3 es algebrizable en el sentido de Blok y Pigozzi con un
sistema de formulas equivalentes dado por A(pl, p2) = {8(pl, p2)} y un sistema de
ecuaciones definidas dado por E(pl) = {pl, *p1 — p1}.

Demostracion. Es facil demostrar que el sistema A (p1, p2) cumple las condiciones (i)-
(iv) segln el inciso 1 de la Proposicién 17. Por el inciso 4 de la misma proposicion, las
condiciones (v)-(vi) se siguen facilmente.

4. Conclusiones y trabajo futuro

CG'3 se define por su semantica multivaluada, la matriz de la I6gica CG'3 esta dada
por M= (D, D%, F); donde el dominio es D= {0, 1, 2} y el conjunto de valores
designados es D+ = {1, 2}. Esta l6gica es paraconsistente y puede verse como una
extension de la I6gica G'3 también introducida por Osorio en 2008, [18]. En este
articulo, ampliamos los estudios sobre esta logica al presentar algunos resultados
relacionados con l6gica algebraica. El resultado principal del trabajo es la algebrizacién
de CG'3 usando la técnica de Blok y Pigozzi. Este resultado nos abre las puertas para
el desarrollo, implementacion y aplicacidn de sistemas de inferencia paraconsistente
robustos [20]. Entre las aplicaciones, es de nuestra particular atencion la verificacién
de sistemas [15].

Otra pregunta de investigacion de nuestro interés es con respecto a la relacion de
CG'3y la familia de légicas paraconsistentes anotadas, definidas por Subrahmanian en
[22]. Hoy en d ia se conocen muchas aplicaciones de ldgicas paraconsistentes en
diversos campos de las ciencias computacionales, como: circuitos eléctricos,
razonamiento no monétono, sistemas de control, automatizacion y robdtica, por
mencionar algunos [1].
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